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Рассмотрим общую линейную краевую задачу для обыкновен­
ного дифференциального уравнения порядка m Е N: 
m 
Кх = x(m)(t) + 'L:в1:(t)x(m-1:J(t) = y(t), а~ t ~ Ь, (1) 
1:=1 
R"(x) =О, v = О,т - 1. (2) 
Здесь g1:(t), k = 1,m, y(t) - известные функции, интегрируемые 
по Лебегу в промежутке (а, Ь), R", v =О, m - 1, -линейно-незави­
симые функционалы, определенные на пространстве ( т - 1 )-раз 
непрерывно-дифференцируемых: функций. Для указанной задачи 
будем С'l'роить сплайновые и полиномиальные приближения к ее 
решению . 
1. Введем в промежутке [а, Ь] сетку узлов 
Лn : а = to < t1 < ... < tn = Ь, 
подчиненную естественному условию 
llЛnll = max (t1: - tk-1)--+ О при n--+ оо. (3) 1$1:$n 
Приближенное решение задачи {1), (2) будем искать в виде 
сплайна [1, 2] степени т на сетке Лn. Краевые условия для этого 
сплайна могут быть произвольными, лишь бы существовал един­
ственный интерполяционный сплайн с соответствующими крае­
выми условиями, обладающий свойством устойчивости. Как из­
вестно (см., нG.Пр., в [1, 2]), этот сплайн зависит от m + n неиз­
вестных коэффициентов. Их определим из следующих условий: 
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t; 
= 
1 
/ y(t)dt, j = 1,n, 
t; - t;-1 
t;-1 
(4) 
R"(xn) =О, 11 = O,m - 1. (5) 
Ясно, что (4), (5) представляет собой систему линейных алгебра­
ических уравнений (кратко : СЛАУ) порядка m + n относительно 
коэффициентов сплайна Xn(t). Кроме того, вычислительная схема 
(4), (5) имеет смысл и в случае лишь интегрируемых по Лебегу 
функций y(t) и 9k(t), k = 1,m, и достаточно проста для реализа­
ции на практике. 
2. Приближенное решение задачи (1), (2) ишем в виде алгеб­
раического многочлена xn(t) степени n + т - 1, а неизвестные 
коэффициенты определяем из условий (4), (5), где {t1}o - некото­
рая система узлов, удовлетворяющих условию (3). 
З. Приближенное решение задачи (1), (2) по-прежнему будем 
искать в виде алгебраического многочлена xn(t) степени n+m-1, 
а его неизвестные коэффициенты найдем из условий: 
t; t; 
/ (Kxn)(t) dt = / y(t) dt, j = I;n, 
t;-1 t;-1 
R"(xn) =О, v = О,т -1, 
где {t;}0 - некоторая система узлов из промежутка (а,Ь) . 
4. Имеют место следующие утверждения. 
Теорема 1 . Пусть выполнены предподожения: 
1) gk, k = 1, m, у Е L1(a, Ь); 
2) сетка уз.л,ов Лn удов.л,етворяет лишь условию {3}; 
(6) 
(7) 
3) зада-ча (1), (2) имеет единственное решение при любой 
интегрируемой правой части. 
Тогда, на'Ч·иная хотя бы с некоторого номера n0 , СЛАУ (4), 
(5) однозна'Чно разрешима. Приб.л,иженные решения xn(t) схо­
дятся к mо'Чному решению x(t) зада'Чи (1), (2) со скоростью 
m-1 
llx - Xnllw~m>(c,Ь) = L llx(k) - X~k)llc+ 
k=O 
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2де w(x(m); llЛnll) 1 есть инте2ральный модуль непрерывности функ1.1ии x(m)(t) в точке llЛnll· 
Теорема 2. Пусть выпо.11.нены предположении: 
1) g1" k = 1, m, у Е L2(a, Ь); 
2) уз.11.ы tk определяются по формуле 
tk =(а+ Ь)/2 - (Ь - а)тk/2, k =О, п, 
2де т0 = -1, а {тk}k= 1 С (-1,1) являются нулями много'Члена 
Лежандра степени п; 
3} зада'Ча (1), (2) имеет единственное решение при любой 
инте2рируемой с квадратом правой -части. 
То2да при всех п, на-чиная хотя бы с некоторого п0 , СЛАУ 
(4), (5) имеет также единственное решение. Приближенные ре­
шения xn(t) сходятся к то'Чному реше11.ию x(t) задачи {1), {2) со 
скоростью 
m-1 
llx - Xnllw~m)(a,Ь) = L llx(k) - x~k) llc+ 
k=O 
+jjx(m) -x~m)llL2 (a,Ь) =O{w(x(m);l/Vn)2}, (9) 
где w(x(m); 5)2 есть моду.11.ь непрерывности фующии x(m) (t) Е 
L 2 (a, Ь) в точке б. 
Теорема 3. Пусть выполнены предположения: 
1) lnп {w(y; l/п)1 + 2::;;'= 1 w(gk;1/п)1}-+ О, п-+ оо; 
2) уз.11.ы tk vпределяются по форму.11.е 
tk =(а+ Ь)/2 + (Ь - а) cos (k7r/n) /2, k =О, п; 
3) соответствующая однородная задача имеет лишь триви­
а.11.ьное решение. 
Тогда при всех достаточно бо.11.ьших п СЛАУ {б), {7) имеет 
единственное решение и приближенные решения Xn(t) сходятся 
к то'Чному решению x(t) зада'Чи (1), {2) с быстротой 
m 
=О{ ln п · [w(y; 1/п) 1 + L w(gk; l/n)1] }. (10) 
k=l 
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5. Доказательство теорем 1 - 3 проводится с помощью общей 
теории приближенных методов анализа [3] и некоторых резуль­
татов из теории приближения сплайнами и полиномами. Остано­
вимся здесь лишь на доказательстве теоремы 1. 
Пусть У= L1(a, Ь) с обычной нормой, Х - пространство Собо­
лева W1(m) (а, Ь) функций x(t), удовлетворяющих краевым услови­
ям (2). Норму в Х введем согласно формуле из (8). Тогда задача 
(1), (2) может быть записана в виде одного операторного уравне-
ния вида 
Кх:: Gx + Тх =у (х Е Х, у Е У), (11) 
где Gx = x(m). 
Пусть, далее, Yn С У есть подпространство сплайнов нулевой 
степени на сетке Лn, а Xn С Х - подпространство сплайнов вида 
xn(t). Тогда вычислительная схема (4), (5) эквивалентна следую­
щему операторному уравнению 
здесь Pn : У -+ Yn - оператор сплайн-интерполирования нуле­
вой степени, Qn : У-+ Yn есть оператор "усредненного" сплайн­
интерполирования нулевой степени, т.е. 
n tk 
(Qny)(t) = L f y(t) dt · 'Фk(t)/(tk - tk-1), 
k=1tk-l 
фk(t) - характеристическая функция промежутка (tk_1, tk], а 
m 
т. - ~(Q ) (m-k) nXn = L...J n9k Xn · 
k=l 
Известно (см" напр., в [4)), что 
Поэтому в уравнениях (11) и (12) правые части близки по нор­
ме пространства L 1 (а,Ь). С учетом свойств операторов Pn и Qn 
покажем, что операторы К и К" близки на подпространстве Х". 
Имеем для любого Xn Е Xn 
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Легко видеть, что 
m 
J1 =О (~=w(g1:; llЛnll)1} · llxnllx· 
k=l 
Далее, 
m 
J2 s:; L ll(Qп9k)X~m-k) - Pn[ (Qng1:)x~m-k)JllL 1 = 
k=l 
m 
= L ll(Qngk)[x~m-k} - Pnx~m-k)Jll s:; en · llxnllx, 
k=l 
где en = o(ll91llL1) + llЛnll-+ О, n-+ оо. 
Таким образом, llK - Knllxn-tY -+ О, n -+ оо . Остальное оче-
видно. 
Для двух других методов доказательство проводится анало­
гично, при этом используются свойства обычных и "усреднен­
нъrх" операторов алгебраического интерполирования и операто­
ров метода подобластей (см. в [4]). 
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